二次曲線上哪個點離焦點最近？
◎莊勤忠、南婷婷／台北市立中山女高

自古以來，太陽一直與人類作息密切相關，更是維持我們人類生活的重要關鍵，也因此引發許多宗教及科學的熱烈討論。眾所皆知，伽利略便為了堅持自己的理念，蒙上不白之冤；克卜勒的行星三大運動定理為行星運動奠定了基礎，更加說明地球運行的軌道為橢圓，而太陽位於其中一個焦點上。
在某次的課堂教學中，進行到一個練習題，題意如下：
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某一行星運轉軌道為一橢圓，且以太陽為焦點。設此行星與太陽最近距離為100萬公里，最遠距離為900萬公里，當行星與太陽連線和橢圓長軸成
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夾角時，如下圖所示。
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試問此時行星與太陽的距離為多少萬公里? （此為翰林版高級中學數學第四冊課本P.42的隨堂練習）
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圖中所繪最近點及最遠點即為長軸的兩頂點，課本對此事實卻著墨不多，但仍免不了讓人去懷疑這樣的事實是否為真。對自然組的學生而言，或許就默認這樣的理論方便在物理上去解題；但是對社會組的學生來說，就不是一件很自然的事情了。在教學過程中，徒手繪製的橢圓並不精確，焦點的位置也略有偏差，以目測的方式可能會讓人誤以為橢圓上與焦點最近的點不是長軸的頂點，但是這樣的結論與天文上的認知有所不同。因此接下來的主題，便是討論橢圓上的哪個動點，與焦點的距離是最近的？同樣地，其他的圓錐曲線：拋物線與雙曲線，是否也會有類似的特質呢？
以下，我們的證明方法相當簡單，不論是橢圓、拋物線、雙曲線，都只用了基本的兩個觀念，一個是圓錐曲線的幾何定義，另一個是三角不等式，是很適合給學生做為思考、練習及統整的題材。
《主題1》

橢圓上與焦點最近的點為長軸頂點，即：
證明橢圓上任意點
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，皆滿足
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﹝證﹞

如圖，
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取點
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為橢圓右半部的頂點，點
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為橢圓上任意
點。所以點
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和點
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因此，
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中，因為三角形兩邊之差小於第三邊，

所以得到
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將(1)(2)式代入得到
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故得證。

《主題2》
拋物線上與焦點最近的點為頂點，即：
證明拋物線上任意點
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，皆滿足
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﹝證﹞

如圖，
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點
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為拋物線上的頂點及點
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為拋物線上任一點，所以點
[image: image23.wmf]A

和點
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又因為△
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故得證。
《主題3》
雙曲線上與焦點最近的點為貫軸頂點，即：
證明雙曲線上任意點
[image: image32.wmf]P

，皆滿足
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﹝證﹞

如圖，
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取點
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為雙曲線右半部上的頂點及點
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線右半部上的任意點, 所以點
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將(1)(2)式代入得到
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故得證。
以上的證明僅供參考。

我們提供的方式是使用最基本的定理及計算來解決問題，其實證明的方法並不唯一，還可以利用曲線上的參數式，透過三角函數一連串繁複的計算後得到。或者分別計算曲線的焦半徑；或者以焦點為圓心作圓等概念，也可以得到相同的結果。或者你也有不同的想法呢？
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